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Resumen

Este articulo metodoldgico tiene como objetivo exponer la Ley de Newcomb-Benford de una forma clara,
acompafiada de un ejemplo, para facilitar su comprension entre diversas areas de investigacion psicologica
ajenas a su uso en otras disciplinas, incluida la ciencia cognitiva. Se aplica sobre todo a la deteccion del
fraude en bases de datos y escrutinio electoral. Este articulo inicia con una resefia historica, presenta las
distribuciones del primer al cuarto digito significativo y la de dos digitos. Se revisan las explicaciones
estadistico-matematicas de la ley. Se presentan de forma aplicada seis pruebas de bondad de ajuste y el
calculo de intervalos de confianza simultaneos para comprobar el cumplimiento de la ley. Se usan datos
simulados que siguen dos distribuciones: normal y lognormal. La primera, comin en psicologia, no se ajusta
a la ley, mientras que la segunda posibilita transformar la distribucion normal para cumplirla. Finalmente,
se extraen conclusiones y se plantean sugerencias para detectar manipulacion de datos normalmente
distribuidos.
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Abstract

The purpose of this methodological article is to clearly present the Newcomb-Benford law, accompanied by
an example, to enhance understanding among diverse areas of research in psychology unfamiliar with its use
in other disciplines, including cognitive science. This law is primarily applied for detecting fraud in
databases and tallying votes in popular elections. The article commences with a historical overview,
presenting distributions from the first to the fourth significant digit, as well as the two-digit distribution.
Statistical-mathematical explanations of the law are reviewed, followed by the presentation of six goodness-
of-fit tests and the calculation of simultaneous confidence intervals to assess compliance with the law.
Simulated data following two distributions, namely normal and lognormal, are employed. The former,
common in psychology, doesn't conform to the law, while the latter facilitates transforming the normal
distribution to adhere to it. Finally, conclusions are drawn, and suggestions are made to detect manipulation
of normally distributed data.

Key words: Newcomb-Benford law, first digit law, discrete distribution, goodness of fit, simultaneous
confidence intervals
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Introduccion

La ley o distribucion de probabilidad de Newcomb (1881) y Benford (1938) ha sido de gran interés
para los matematicos que han profundizado en el estudio de sus causas (Berger y Hill, 2020), y se ha aplicado
sobre todo a la deteccion del fraude en bases de datos en contaduria, econometria, demografia y resultados
electorales (Kaiser, 2019), asi como al estudio de distribuciones de probabilidad (Fang, 2022; Formann,
2010). No obstante, aun cuando podria ser de utilidad es bastante desconocida en la mayoria de los campos
de psicologia, como en psicologia social y de la salud, salvo los campos ligados a la ciencia cognitiva (Burns,
2020). De ahi que el objetivo del articulo es acercar esta ley de probabilidad a investigadores en psicologia
y campos afines para su estudio y aplicacion por medio de una presentacion sencilla 'y ejemplificada aplicada
al area.

La ley de los nimeros andmalos o el hecho de que la distribucion del primer digito significativo o
distinto de cero de grandes nimeros de mediciones en muestras aleatorias no corresponda a una distribucién
uniforme, sino a una distribucion mondtona descendente, donde la probabilidad de que aparezca el uno es
seis y media veces mayor que la del nueve fue observada y matematizada por primera vez por el astrGnomo
americano de origen canadiense Simon Newcomb (1835-1909) en 1881 (ver Figura 1). Newcomb descubrio
este fendmeno al notar que las paginas de los libros de tablas de logaritmos que contenian los logaritmos que
empezaban con los primeros digitos (1, 2, ...) estaban mas desgastadas por el uso que aquellas que contenian
logaritmos con los tltimos digitos (..., 8 y 9), siguiendo este desgaste una progresion no lineal descendente.
Ademas, incluy6 la ley para el digito que aparece en segundo lugar. Posteriormente, el fisico americano
Frank Albert Benford (1883—1948) en 1938 retomo¢ esta regularidad y comprob6 que aparecia en colecciones
de datos numéricos de fuentes de muy diversa naturaleza. Uno de los usos mas importantes de la ley de

Newcomb-Benford es la deteccion de fraudes en informes financieros (Jianu y Jianu, 2021), estadisticas de
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poblacién y vivienda (Kilani y Georgiou, 2021), bases de datos macroecondmicos (Kaiser, 2019) y conteo
de votos en elecciones populares (Golbeck, 2019; Lacasa y Fernandez-Gracia, 2019).

Figural
Diagrama de la funcion de masa de probabilidad o probabilidad puntual del primer digito significativo:
fp1(d), donde D1 ={1, 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9}
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En el campo de la psicologia cognitiva, Chi y Burns (2022) estudiaron la ley de Newcomb-Benford
en tres tareas: de reconocimiento, generacién de nimeros y estimacion. Conforme al conocimiento que se
tiene sobre la ley de los primeros digitos de Newcomb y Benford, la tarea de generacidn de nimeros se ajusto
bien a dicha ley, replicandose los resultados obtenidos por Burns y Krygier (2015). La tarea de estimacion
se aproximo a la ley, pero la tarea de reconocimiento se desvio. EI comportamiento de esta Gltima tarea
correspondio con la distribucién uniforme, que es la distribucion a la que converge la ley de Newcomb y
Benford al incrementar el nimero de digitos.

El fendbmeno observado es explicado como un sesgo cognitivo que puede ser Util para detectar fraude
al generar datos (Burns, 2020; Gauvrit et al., 2017). Los ingenieros Striga y Podobnik (2018) constataron
que la distribucion de los primeros digitos significativos para el numero de amigos y ciertos
comportamientos de los usuarios de Facebook, como publicaciones (posts), “me gusta” (likes) y comentarios,

siguen la Ley de Newcomb-Benford. En neurociencia, se ha aplicado la ley de Newcomb-Benford como
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modelo distribucional para explicar la actividad eléctrica cerebral (Kreuzer et al., 2014) y la transmision
neuromuscular (da Silva et al., 2020).
Enunciacion de la ley de Newcomb-Benford

Cuando se toma el primer digito significativo o distinto de cero de mediciones numéricas con un
rango amplio, se cumple la ley de Newcomb-Benford si la probabilidad de aparicion del uno es 0.301, la del
dos es 0.176, del tres es 0.125, del cuatro es 0.097, del cinco es 0.079, del seis es 0.067, del siete es 0.058,
del ocho es 0.051 y del nueve es 0.046 — Benford, 1938; Newcomb, 1881 (ver Figura 1). Bajo esta ley, las
probabilidades de la sucesion lineal de enteros positivos del uno al nueve que representa el primer digito no
nulo vienen dadas en una escala logaritmica que se puede calcular mediante la siguiente funcién de masa de
probabilidad:

X —D; ~NB(m=1)

m = orden del digito de izquierda a derecha del dato numérico x de la variable cuantitativa X. Sim =1, se
trata del primer digito sin incluir el cero. En caso de que el primer digito del nimero x sea 0, se toma el
segundo, tercero o siguiente no nulo para especificar el primer digito significativo, por ejemplo, x = 0.023
—d=2.

D, ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} c Z*; #D, = 9

d+1 1
P(D; =d) = fD1 (d) =logyo(d + 1) — log;(d) = logy, <T) = log, (1 + E)

La funcion de distribucién acumulativa corresponde a la siguiente férmula:

d
1
P(D, < d) = Fy,(d) = Z logyo (1 + 7)
i=1

Las formulas de las funciones de masa de probabilidad fom(d) y distribucion acumulativa Fom(d)

para el digito en el orden m son las siguientes:
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X — D,, ~NB(m)
m = orden del digito = {2,3,4,...} c Z*

D, =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} c N; #D,, = 10

10m~1-1 1
P(Dy, =d) = fp, (d) = Z logyo (1 +m)
k=102
d 10m1-1 1
<d)= =
P(Dy, <d) = Fp_(d) Z z log,, (1 + Tok + i)
i=0 k=10™M—2

Funciones de masa de probabilidad y distribucion acumulativa y medidas descriptivas
del primer digito significativo

En la Tabla 1, se muestran las probabilidades puntuales o valores de la funcion de masa de
probabilidad fo1(d) y probabilidades acumuladas o valores de la funcion de distribucion acumulativa Fp1(d)
de una variable aleatoria discreta D1 (primer digito significativo) que sigue una distribucién de Newcomb-
Benford, NB(m = 1); ademas, aparecen los calculos para obtener sus medidas descriptivas. Se computan
cinco medidas de tendencia central: media aritmética (p), media geométrica (ug), media armonica (h),
mediana (Mdn) y moda (Mo). Se calculan nueve medidas de variacion. Por una parte, se proporcionan cuatro
medidas aritméticas: varianza (¢?), desviacion estiandar (o), coeficiente de variacién (CV), y desviacion
media absoluta (DMA). Por otra parte, se suministran tres medidas geométricas: varianza (cg¢?), desviacion
estandar (og) Yy coeficiente de variacion (CV). Adicionalmente, se complementa con la desviacion mediana
absoluta (DMEA) y entropia estandarizada o eficiencia (). Finalmente, se valora la forma mediante dos
medidas basadas en momentos centrales estandarizados: coeficiente de asimetria (VB1) y exceso de curtosis
(B2—3), las cuales se denotan con la notacion original de Pearson (1895), asi como mediante las medidas de

asimetria y curtosis adaptativas y robusta de Hogg (1974), que se denotan por AAR y CAR, respectivamente.
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De las dos férmulas propuestas por Hogg (1974) para medir la curtosis, se usa la recomendada por
Bono et al. (2020) por su mayor exactitud. Siguiendo a Reed y Stark (1996), valores de AAR menores gque
0.7 evidencian asimetria negativa o hacia la cola izquierda, entre 0.7 y 1.4 simetria y mayores que 1.4
asimetria positiva o hacia la cola derecha. Hogg et al. (1975) y Reed y Stark (1996) sugirieron que valores
de CAR menores que 1.81 revelan colas ligeras (platicurtosis), entre 1.81 y 1.87 medias (mesocurtosis) y
mayores que 1.87 pesadas (leptocurtosis).

Caélculo de la probabilidad del valor 1 para el primer digito significativo (Tabla 1):

P(D; =1) = fp,(d =1) =logyo(1 +1/1) = log;0(2) = 0.301

Tabla 1

Probabilidades del primer digito significativo y calculos para obtener sus descriptivos

d i F dxt In(d)f  (@Ud)f  (d-po)?f  |d=poalf  finx(f)  (Inx—pinon)f  zadxf  zd*xf
1 0.301 0.301 0.301 0 0.301  1.793 0.735  -0.361 0.278 -0.293  0.291
2 0176 0477 0352 0122 0.088  0.365 0.254  -0.306 0.013 -0.035  0.021
3 0125 0.602 0.375 0137 0.042 0024  0.055 -0.260 0.002 -0.001  0.000
4 0097 0.699 0388 0134 0.024 0030 0054 -0.226 0.018 0.001  0.000
5 0079 0778 0396 0.127 0.016  0.193 0.124  -0.201 0.033 0.020 0.013
6 0.067 0845 0402 0120 0.011  0.439 0.171  -0.181 0.046 0.075 0.078
7 0058 0903 0406 0.113 0.008  0.735 0.206  -0.165 0.056 0.176  0.254
8 0051 0954 0409 0.106 0.006 1.064 0233 -0.152 0.064 0.325  0.603
9 0046 1 0412 0101 0.005 1.414  0.254 -0.141 0.070 0.528  1.192
Yy 1 3.440 0961 0502  6.057 2.086  -1.993 0.580 0.796  2.452

Nota. D1 = primer digito significativo de X; d = valor discreto de Ds; f = fp1(d) = funciéon de masa de probabilidad de D1
~NB(m = 1); F = Fp1(d) = funcidn de distribucion acumulativa de D1 ~ NB(m = 1); dxf = producto entre d y fo1(d); In(d)f
= producto entre el logaritmo del digito d y foi(d); (1/d)f = producto entre el inverso del digito d y foi(d); (d-pp1)?f =
diferencia entre el digito d y su promedio elevada al cuadrado y multiplicada por fo1(d); |d-pp1|f = diferencia absoluta
entre el digito d y su promedio multiplicada por fo1(d); fxIn(f) = producto entre fo1(d) y el logaritmo neperiano de foi(d);
(Ind-pip)?f = diferencia del logaritmo neperiano de fo1(d) y el promedio de estos logaritmos elevada al cuadrado y
multiplicada por foi(d), z¢ = (d— po1)/ob: = puntuacion estandarizada de d; z4®xf = producto entre el cubo de la
puntuacion estandarizada de d y fo1(d); z¢*xf = producto entre la puntuacion estandarizada de d elevada a la cuarta
potencia y foi(d), > = suma por columna.

Fuente: elaboracion propia.

Medidas de tendencia central: la media aritmética es ligeramente mayor que la mediana 'y

claramente mayor que la moda, lo que evidencia asimetria positiva.

9
u(Dy) = Zd=1dfpl(d) = 3.440
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uy(Dy) = eXa=11n(@fp, (@) — 50961 — 2 614

= 1.993

Auh(Dl) = 1 =
3=1afD1 (d) 0.502

Mdn(D,) = 3;P(D, <3) = 0.602 > 0.5y P(D; >3) = 0.523 > 0.5

Mo(D;) = 1; Max|fp,(d)] = 0.301 = f;, (d = 3)

Medidas de variacion: la variabilidad es media con un coeficiente de variacion menor que 0.8 y una
desviacion media absoluta y una desviacion mediana absoluta que corresponden a un cuarto del rango:
R(D1)/4 = [Max(D1) — Min(D1)]/4 = (9 — 1)/4 = 2. La entropia estandarizada es alta al alcanzar un valor

proximo al maximo de 1.

9
(D)= (d=pD))’f,(d) = 6.057
d=1

o(D,) = \/Z;l(d — u(0)) fo. (d) = V6.057 = 2.461

CV(Dy) = a(Dy)/|u(Dy)| = 2.461/3.440 = 0.715

62(D;) = eZam(n@=Inlug@]) /0, (@ = ¢2is(In@-4nDD) S0, (@) = 0580 = 1 786

0, (D) = ejz?i:l(ln(d)—ln[ug(Dl)])zful(d) _ ejzzzl(ln(d)—u(lnDl))2f01<d) _ V0580 _ 5 149

CVy(Dy) = 04(D;) —1=2461—-1=1.142

DMAD,) = ) |d = u(Dy)lfp, (d) = 2.086
d=1

DMEA(D,) = Mdn(|d — Mdn(D,)|5-,) = 2

H(D,)  H(D) —XgidIn[fp ()] 1.993
Max[H(D;)] In(#D,) In(9) © 2197

n(D,) = = 0.907
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Medidas de la forma: la distribucion muestra asimetria positiva o hacia la cola derecha y ligera
platicurtosis o colas acortadas con base en VP1 y B2. Los indices adaptativos y robustos de Hogg (1974)

también revelan asimetria hacia la cola derecha (AAR = 3.298 > 1.4) y colas acortadas (CAR = 1.625 < 1.81).

2 /d — u(DP\?
VB1(Dy1) = Z <#1)1> fp,(d) =0.796
d=1

MSsg, — MTy59,  8.915 — 2.842

AAR(D,) = =
(D) MT,sy, — Mlso, 2.842 —1

= 3.298

Media aritmética del 5 % de los datos inferiores: Mlse(D1) = 1
Centrimedia 0 media truncada al 25 % a cada lado:

MT25%(D1) = [1%(0.301—-0.25)+2%0.176+3%0.125+4x0.097+5%(0.75—0.699)]/0.5 = 2.842
Media aritmética del 5 % de los datos superiores:

MSso(D1) = [9%0.046+8%(0.05-0.046)]/0.05 = 8.915

=] U(D1)

9 4
B.(D,) =3 = Z (d _ ”(Dl)> fo,(d) = 2452 — 3 = —0.548

MSZO% - Mlzo% _ 7.4‘88 - 1

CAR(D,) = =
(D) MScoy, — Mlgoy, 5.437 — 1.444

= 1.625

Media aritmética del 20 % de los datos inferiores: Ml2o%(D1) = 1

Media aritmética del 50 % de los datos inferiores:
Mlsow(D1) = [1x0.301+2%0.176+3%(0.5-0.477)]/0.5 = 1.444

Media aritmética del 50 % de los datos superiores:
MSs00(D1) = [9%0.046+8%0.051+7%0.058+6x0.067+5%0.079+4%0.097+3%(0.5—.398)]/0.5 = 5.437; P(d >
4) =0.046 + 0.051 + 0.058 + 0.067 + 0.079 + 0.097 = 0.398

Media aritmética del 20 % de los datos superiores:
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MS206(D1) = [9%0.046+8x0.051+7x0.058+6% (0.2—0.046—0.051-0.058)]/0.2 = 7.488
Funciones de masa de probabilidad y distribucion acumulativa, y medidas descriptivas para los
digitos significativos que siguen al primero
En la Tabla 2, se presenta el calculo de las probabilidades puntuales de cada uno de los valores
discretos del soporte de la variable D2, que corresponde a la suma por columna.
X — D, ~ Benford(m = 2)

D, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} c N; #D, = 10

10m-1-1 9
1 1
P(D,=0)= =0)= | (1 —)=Zl (1 —)= 12
(D, =0) = fp,(d=0) k_lzo;n_z 0810 +10k+d L, 0810 +10k+0 0.120

Tabla 2

Calculo de las probabilidades puntuales del segundo digito significativo

Valores de D>
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.041 0.038 0.035 0.032 0.030 0.028 0.026 0.025 0.023 0.022
0.021 0.020 0.019 0.018 0.018 0.017 0.016 0.016 0.015 0.015
0.014 0.014 0.013 0.013 0.013 0.012 0.012 0.012 0.0112 0.011
0.011 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.009 0.009 0.009 0.009
0.009 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.008 0.007 0.007
0.007 0.007 0.007 0.007 0.007 0.007 0.007 0.006 0.006 0.006
0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.006 0.005
0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005 0.004 0.004 0.004
0.120 0.114 0.109 0.104 0.100 0.097 0.093 0.090 0.088 0.085
Nota. D, = segundo digito significativo o no nulo, k = contador del sumatorio, Y = suma por columna que proporciona la
probabilidad puntual de cada valor de D, ~ NB(m = 2). Fuente: elaboracion propia.

M|lOoo N O WNER| X

En la Tabla 3, se muestran las probabilidades puntuales o valores de la funcion de masa de
probabilidad y probabilidades acumuladas o valores de la funcion de distribucion acumulativa del segundo

al cuarto digito.

10
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Tabla 3

Probabilidades del segundo, tercer y cuarto digito significativo

D D)3 Ds Da4

fo2(d) Foz2(d) fos(d) Fos(d) foa(d) Fou(d)
0 0.1197 0.1197 0.1018 0.1018 0.1002 0.1002
1 0.1139 0.2336 0.1014 0.2032 0.1001 0.2003
2 0.1088 0.3424 0.1010 0.3041 0.1001 0.3004
3 0.1043 0.4467 0.1006 0.4047 0.1001 0.4005
4 0.1003 0.5470 0.1002 0.5049 0.1000 0.5005
5 0.0967 0.6437 0.0998 0.6047 0.1000 0.6005
6 0.0934 0.7371 0.0994 0.7041 0.0999 0.7004
7 0.0904 0.8274 0.0990 0.8031 0.0999 0.8003
8 0.0876 0.9150 0.0986 0.9017 0.0999 0.9002
9 0.0850 1 0.0983 1 0.0998 1

Nota. Dy, = digito significativo en orden m de X, d = valor de Dn, fom(d) = funcién de masa de probabilidad de D ~ NB(m),
Fom(d) = funcion de distribucion acumulativa de Dy, ~ NB(m) y m = orden del digito de izquierda a derecha. Fuente: elaboracion
propia.

En la Tabla 4, se resumen los descriptivos previamente calculados con la distribucién del primer
digito y se presentan los correspondientes de las distribuciones del segundo, tercer y cuarto digito. Debido a
que el cero esta incluido en el soporte de estas tres Gltimas distribuciones, la media, varianza, desviacion
estandar y coeficiente de variacion geométricos, y la media armaénica no se pueden calcular. Se afiaden otras
medidas: basadas en la distancia estandarizada de la media a la moda o mediana (Pearson, 1894: Ap1 =
[u—Mo]/o; y Pearson, 1895: Ap2 = [u—Mdn]/c) y basadas en cuantiles (asimetria intercuartilica Aic, asimetria
percentilica Ap), asi como la curtosis percentilica centrada en 0 (CPC = CP — 0.263), en la que valores
positivos indican colas ligeras y los negativos colas pesadas (Kelley, 1947). En esta misma tabla, se incluyen
los descriptivos de la distribucion uniforme discreta U{0, 9}. Se puede observar que las distribuciones de
los érdenes sucesivos del primero al cuarto se van haciendo mas simétricas y platicurticas y los descriptivos
de la distribucion de Newcomb-Benford para el cuarto digito préacticamente coinciden con los de la
distribucion uniforme, asi la distribucién del digito significativo en orden m converge a una distribucion

uniforme, en la que la probabilidad puntual de cada uno de los diez digitos es de un décimo. Salvo las

11
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percentilicas, estas medidas no reflejan la tendencia mencionada, por lo que son inadecuadas para la
distribucién de Newcomb-Benford.

Tabla 4
Medidas descriptivas de las distribuciones del primer al cuarto digito significativo y de la distribucion
uniforme discreta U{0, 10}

Medida Distribucion de Newcomb-Benford: orden m del digito Distribucion
descriptiva 1° 2° 3° 4° uniforme
Medidas de tendencia central
M(Dm) 3.440 4,187 4.468 4,497 4.5
Mdn(Dm) 3 4 4 4 4.5
Mo(Dm) 1 0 0 0 -
Medidas de variacién
02(Dm) 6.057 8.254 8.250 8.250 8.25
0(Dm) 2.461 2.873 2.872 2.872 2.872
CV(Dn) 0.715 0.686 0.643 0.639 0.638
DMA(Dnm) 2.086 2.490 2.500 2.500 25
DMEA(Dnm) 2 2 2 2 2.5
H(Dm) 1.993 2.297 2.303 2.303 2.303
N(Dm) 0.907 0.997 0.99997 0.9999997 1
Medidas de asimetria
VB1(Dm) 0.796 0.133 0.014 0.001 0
Ap1(Dm) 0.991 1.457 1.556 1.566 -
Ap2(Dm) 0.179 0.065 0.163 0.173 0
Aic(Dm) 0 0.2 0.2 0.2 0
Ar(Dm) 0.333 0 0 0 0
AAR(Dm) 3.298 1.213 1.020 1.002 1
Medidas de curtosis
B2(Dm)-3 -0.548 -1.208 -1.224 -1.224 -1.224
CPC(Dm) 0.070 0.049 0.049 0.049 0.049
CAR(Dnm) 1.625 1.595 1.5999 1.599999 1.6

Nota. Medidas de tendencia central: w(Dm) = esperanza matematica o media aritmética, Mdn(Dm) = mediana y Mo(Dm) = moda.
Medidas de variacion: 6?(Dm) = varianza, 6(Dm) = desviacion estandar, CV(Dm) = coeficiente de variacion, DMA(Dr) = desviacion
media absoluta, DMEA(Dm) = desviacién mediana absoluta, H(Dm) = entropia y n(Dm) = H(Dm)/In(#Dm) = entropia estandarizada
o eficiencia. Medidas de la forma: VP1(Drm) = coeficiente de asimetria basado en el tercer momento central estandarizado, Ap;(Dm)
= primer coeficiente de asimetria de Pearson (1894) = [u(Dm)—Mdn(Dm)]/c(Dm), Ar2(Dm) = segundo coeficiente de asimetria de
Pearson  (1895) = [w(Dm)~Mo(Dm)l/o(Dm), Aic(Dm) = coeficiente de  asimetria  intercuartilico =
[P25(Dm)+P75(Dm)—2Ps0(Dm)]/[P75(Dm)—P25(Dm)], Ap(Dm) = coeficiente de asimetria percentilico =
[P10(Dm)+Pgo(Dm)—2Pso(Dm))/[Pso(Dm)—P10o(Dm)], AAR(Dm) = medida de asimetria adaptativa y robusta de Hogg
(MSs0—MT250)/ (MT250—Mls%) v B2(Dm)—3 = exceso de curtosis basado en el cuarto momento central estandarizado, CPC =
coeficiente de curtosis percentilico centrado en 0 = {[P75(Dm)—P25(Dm)]/[2(Pgo(Dm)—P10(Dm))]} — 0.263 y CAR(Drm) = medida de
curtosis adaptativa y robusta de Hogg = (MSzo0—MI2006)/ (MSs00—Mlsoe). Fuente: elaboracidn propia.
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La funcion de Newcomb-Benford para dos o mas digitos significativos

Las formulas de la distribucién de Newcomb-Benford del primer digito permiten el calculo de las

probabilidades para dos 0 mas digitos significativos. Como en la distribucién del primer digito significativo,

se puede calcular la media, varianza, desviacion estandar y coeficiente de variacion geométricos, asi como

la media armonica, ya que no aparece el cero. En el caso de dos digitos, el soporte de la distribucion empieza

en diez y se termina en 99. En la medida que se incrementa el nimero de digitos, converge a una distribucion

uniforme discreta.
X - 2D ~ Benford(d = 2)

d =1{10,12,...,99} c Z*; #2D = 90
1 1
fZD(d == 10) = loglo (1 +E> == loglo (1 + E) = 0041

12

1 1 1
Fp(d <12) = z log1g (1 + 7) = logqo (1 + ﬁ) + logqg (1 + H) = 0.079

i=10
Medidas de tendencia central: La media aritmética es mayor que la media y mucho mayor que la

moda, que es el primer valor. La media geomeétrica y la mediana toman valores muy proximos.

99

E(2D) = u(2D) = Zdzlodfw(d) — 38.590

1y (2D) = eZE10M@D/2p(@) = 3434 = 31011

1

= = 24.893
?19=1o(1/d)fzp(d) 0.040

pr(2D) =

Mdn(2D) = 31;P(2D < 31) = 0.505 > 0.5y P(2D = 31) = 0.509 > 0.5

Mo(2D) = 10; Max|[f,p(d)] = 0.041 = f,,(d = 10)

13
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Medidas de variacion: Las medidas de variacion geométricas presentan valores muy bajos en

comparacion con las aritméticas y la desviacion mediana absoluta.

o2(2D) = 299 (d — u(2D))’ fop(d) = 621.832
i=10

1=

o(2D) = \/Z?Qlo(d — u(2D))’ fop(d) = V621.832 = 24.937

CV(2D) = a(2D)/|u(2D)| = 24.937/38.590 = 0.646

02(2D) = e Z210(In(@-n[ig2D)])*fap(d) — T22:0(IN(@-1(N2D))*f2p(d) — L0458 _ 1 580

2 2

CV,(2D) = 6,(2D) — 1 = 1.967 — 1 = 0.967

99
DMA(2D) = Z Id — u(2D)|fop(d) = 21.015
i=10

DMEA(2D) = Mdn(|d — Mdn(2D)|92,,) = 16

H(2D)  H@D) _—Xa—odmn[fp,(d)] 4.288

Max[H(2D)] ~ In(#2D) In(90) = 2299g — 0953

n(2D) =
Medidas de la forma: se observa asimetria positiva y platicurtosis por ambos indices.

9 (d—u2D)\’
JB.(@2D) = Z‘:w (%) fop(d) = 0.772 > 0

MSsy, — MTysy, _ 86.780 — 33.466
MTys9, — MIgo,  33.466 — 2.308

AAR(2D) = =1.711> 1.4

_N" (4 r@D) _ _
B,(2D) —3 = Zizw <W> fop(d) = 2.453 —3 = —0.547 < 0

MSy00, — Mlyoy,  79.636 — 12.216
MSsoy, — Mlsgy, 58.890 — 18.289

CAR(2D) = = 1.661 < 1.81
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Explicacion de la ley de Newcomb-Benford

Se podria argumentar que la ley de Newcomb-Benford responde a un artefacto relacionado con la
transformacion logaritmica con base decimal de los digitos. En contra de esta critica, la distribucion aparece
con cualquier tipo de base logaritmica con tal de que la base sea mayor o igual que dos; es invariante a la
unidad de medida de la variable cuantitativa y es especifica a distribuciones con ciertas caracteristicas
(Berger y Hill, 2020).

Requiere de muestras aleatorias grandes de mediciones cuantitativas (de 100 o0 mas y de preferencia
500 o mas datos) y el hecho de que sean heterogéneas en cuanto a fuentes de procedencia facilita el
cumplimiento (Benford, 1938). Los numeros deben abarcar un rango amplio y facilita que tengan varianza
grande (Szabo et al., 2023). Muestras pequefias (sobre todo menores de 30, incluso menores de 100 datos)
con varianza reducida y de una Unica fuente, especialmente con restricciones y acotamientos impuestos,
dificulta que se dé la ley de los primeros digitos de Newcomb-Benford (1938).

Asi, los ordenamientos secuenciales y mediciones con restricciones que limitan el rango e imponen
valores minimos y méaximos no cumplen la ley (Cerqueti y Maggi, 2021). Los indices multiplicativos suelen
sequir la ley (Berger y Hill, 2020). Si el soporte de la distribucién son los nimeros reales positivos, la media
es mayor que la mediana, de preferencia al menos el doble, hay una Gnica moda y la distribucion muestra
asimetria positiva, como la exponencial, es mas facil que se cumpla la ley (Lesperance et al., 2016). El que
la distribucion esté truncada y sea simétrica lo dificulta (Fang, 2022). También la mixtura de distribuciones
facilita el cumplimiento de la ley o al menos que se dé una convergencia distribucional en la medida que se
agregan mas distribuciones (D’ Alessandro, 2020).

El primer digito significativo de distribuciones simétricas con soporte en el intervalo (—oo, o), como
la normal, no sigue la distribucion de Newcomb-Benford, pero si su transformacion logaritmica (Fang,

2022). Asimismo, si dichas variables simétricas se estandarizan y se elevan a la potencia de diez, también se

15



Moral de la Rubia. Ley de Newcomb-Benford para psicélogos

cumple la ley (Scott y Fasli, 2001). La distribucién uniforme incumple la ley, pero no el cociente entre dos
distribuciones uniformes independientes (VolcCi¢, 2020). Las distribuciones platicurticas con parametros de
umbral, como la semicircular, la incumplen, pero su mixtura la puede cumplir (D’ Alessandro, 2020).

Si una muestra al ser transformada a escala logaritmica presenta una amplia dispersion y se observa
que los intervalos de nameros con el mismo primer digito significativo tienen un ancho homogéneo y
proporcional a su probabilidad en la distribucion de Newcomb-Benford, entonces se cumple bien la ley
(Coracioni, 2020). Por el contrario, se incumple si la dispersion en la escala logaritmica es pequefia y la
altura de los intervalos de los numeros con el mismo primer digito significativo, pero no su ancho, es
proporcional a la probabilidad de la ley (Fewster, 2009).

De estas regularidades se colige que la ley de Newcomb-Benford responde al teorema multiplicativo
del limite central, lo que la relaciona con la distribucion lognormal (Formann, 2010). Cuando un fenémeno
medido con una variable cuantitativa esta determinado por diversas causas con efecto multiplicativo, a
medida que se acumula mas este efecto de dispersion, mejor se ajusta a la ley de Newcomb-Benford
(Cerqueti et al., 2022; Scott y Fasli, 2001).

Contraste del ajuste de muestras de datos continuos a la ley de Newcomb-Benford

Para comprobar si una coleccion de datos o una muestra aleatoria de una variable cuantitativa X
cumple la ley de Newcomb-Benford, se pueden aplicar pruebas de bondad de ajuste, como las pruebas chi
al cuadrado de Pearson (1900) y G o de la razon de verosimilitud (Fisher, 1929; Woolf, 1957), como sugieren
Eichhorn (2022). Aparte de estas dos pruebas de bondad de ajuste, esta la prueba D de Kolmogorov (1933)
y Smirnov (1948) con la transformacion de Stephens (1986) o con los puntos criticos de Campanelli (2024).
Esta tercera prueba se fundamenta en la distancia maxima entre la funcién de distribucion acumulativa
empirica y la tedrica. También, estan las pruebas W? de Cramer y von Mises, A? de Anderson y Darling, y

U? de Watson en su variante para distribuciones discretas (Cerasa, 2022; Lesperance et al., 2016; Lockhart
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et al., 2007). Estas tltimas tres pruebas se basan en el cuadrado de la distancia ponderada entre la funcién
de distribucion acumulativa empirica y la teorica.

Para ser mas especificos cuando se determina la desviacion entre los datos y el modelo, se pueden
calcular intervalos de confianza simultaneos para las probabilidades puntuales de los nueve valores de la
distribucion empirica del primer digito significativo. Con base en un estudio de simulacion, Lesperance et
al. (2016) recomiendan usar el método de Goodman (1965) para estas estimaciones por intervalo, debido a
su potencia y adecuacion, asi como la prueba U? de Watson para el contraste del ajuste del primer digito
significativo al modelo de probabilidad de Newcomb-Benford.

Las seis pruebas de bondad de ajuste aplicadas a la distribucion de Newcomb-Benford, mencionadas
en el parrafo anterior, asi como el calculo de intervalos de confianza simultaneos por el método de Goodman
(1965) se ilustran mediante un ejemplo de datos simulados.

Método del ejemplo

Se cred una muestra de 200 datos con distribucién normal estandar Z (con media 0 y varianza
unitaria) mediante el generador de nimeros aleatorios del programa Excel 2021. El rango de valores vario
de un minimo de -2.16 a un maximo de 2.65. Se aplicé una transformacion lineal para convertir la variable
Z en una variable X con distribucion normal de media 5.5 y desviacion estandar 2 (X =55+ 2 x Z), a
semejanza de una variable psicoldgica de capacidad o temperamento en escala de decatipos o estandarizacion
en 10 puntos (Gunver, 2022), pero no discretizada, sino con rango continuo. Tras la transformacién de Z, el
rango de X vari6 de 1.18 a 10.80. Finalmente, se realizd una transformacion exponencial de X para
convertirla en una variable Y con distribucién lognormal: Y = eX Tras la transformacién de X, el rango de
Y vario de 3.25 a 48,989.98. Se tomo el primer digito significativo (no nulo) de cada nimero de X (Dx) e Y

(D).
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A continuacion, se contrasto el ajuste a la distribucién de Newcomb-Benford de Dx y Dy con un
nivel de significacion del 5% mediante las pruebas chi al cuadrado de Pearson, G de Woolf, D de
Kolmogorov, W? de Cramer y von Mises, A> de Anderson y Darling y U? de Watson. Se tenia como
expectativa que Dx mostrara mal ajuste a la distribucion de Newcomb-Benford por proceder de una variable
con distribucion normal, pero que Dv tuviera buen ajuste por proceder de una variable con distribucion
lognormal (Fang, 2022; Scott y Fasli, 2001). En la Tabla 5, se muestran los valores criticos para las seis
pruebas de contraste usadas.

Tabla 5
Valores criticos para las pruebas de bondad de ajuste con una hipétesis nula de distribucion de Newcomb-

Benford para el primer digito significativo

Nivel de significacion a

Prueba de bondad de ajuste

0.10 0.05 0.01
x? de Pearson (1900) y G de Woolf (1957) 13.362 15.507 20.090
ngg)ogorov (1933) y Smirnov (1948): D(¥n+0.11+0.12/vn) (Stephens, 1.012 1148 1.420
Kolmogorov (1933) y Smirnov (1948): DVn (Campanelli, 2024) 1.010 1.150 1.420
W2 de Cramer y von Mises (Lesperance et al., 2016) 0.351 0.471 0.768
U? de Watson (Lesperance et al., 2016) 0.163 0.205 0.304
A? de Anderson y Darling (Lesperance et al., 2016) 1.743 2.304 3.688

Fuente: elaboracion propia.

Hipdtesis estadisticas y supuestos de las pruebas de bondad de ajuste

Hipdtesis estadisticas comunes para las seis pruebas:

X ~N(n=>5.5,06%=4) — Dx Y ~ Lognormal(piny = 5.5, 6?iny = 4) — Dy
Dx = primer digito significativo de X Dy = primer digito significativo de Y
Ho: Dx ~ NB(m =1) Ho: Dy ~NB(m =1)
Hi: Dx -~ NB(m =1) Hi: Dy - NB(m =1)

Supuestos comunes para las seis pruebas:
Supuesto 1: el primer digito significativo procede de una variable cuantitativa. En el presente

ejemplo, X es una variable cuantitativa que mide el rendimiento en una prueba de aptitud en un continuo de
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cero a diez, con lo que se cumple el supuesto. Y es una transformacion exponencial de X, por lo que también
es una variable cuantitativa continua.

Supuesto 2: muestra aleatoria o de datos independientes de la variable cuantitativa de procedencia.
La prueba de rachas de Wald y Wolfowitz (1943) permite mantener el supuesto de datos independientes o
sin correlacion serial (secuencia aleatoria) con un nivel de significacion del 5 %, tanto en la muestra de X
como en la muestra de Y que es una transformacion exponencial de X: R = nimero de rachas = 111; nimero
de datos muestrales menores que el criterio = n1 (d < Mdn) = 100; n2 = numero de datos muestrales mayores
o iguales que el criterio (d > Mdn) = 100; z = [r — E(R)] / DE(R) = (111-101) / 7.053 = 1.418, p (asintotica
ados colas)=2 x [1 = P(Z<12)]=0.136 > o= 0.05 en ambas variables.

Supuesto 3: muestra grande. Usualmente se emplean muestras de al menos 100 datos para comprobar
que una variable numérica X cumple la ley de Newcomb-Benford, con lo que una muestra con un tamafio n
menor que 100 se considera pequefia para este fin. En si, una muestra de 98 datos numéricos cumple el
requisito de la prueba chi al cuadrado de que al menos el 80 % de las frecuencias absolutas esperadas (n x
fe) sean mayores o iguales que 5 y ninguna menor que 1. En este ejemplo, las muestras para X e Y estan
constituidas por 200 datos, por lo que no son muestras pequefias.
Estadistico de contraste, intervalos de confianza simultaneos y decision de estadistica

Se inicia con Dx. Conforme a la expectativa, se rechaza la hipétesis nula de bondad de ajuste
mediante las seis pruebas de contraste. Véanse los calculos de los estadisticos de contraste basados en
probabilidades puntuales (chi al cuadrado y G) en la Tabla 6, de los estadisticos basados en probabilidades
acumulativas (Dk, W2, U? y A?) en la Tabla 7 y los puntos criticos de las seis pruebas en la Tabla 5. La
muestra aleatoria de la variable cuantitativa continua X no cumple la ley de Newcomb-Benford, ya que
procede de una variable con distribucion normal. Cuando se estiman los intervalos de confianza simultaneos

al 95 % para las probabilidades puntuales observadas de los nueve digitos significativos de primer orden por

19



Moral de la Rubia. Ley de Newcomb-Benford para psicélogos

el método de Goodman (1965), resulta que los digitos uno y dos tienen probabilidades significativamente
menores que las esperadas y los digitos cuatro, cinco, seis y siete tienen probabilidades significativamente

mayores que las esperadas, por lo que su ocurrencia en la muestra no corresponde al modelo de probabilidad

de Newcomb-Benford (Tabla 6).

- | o 4n;(n —n;)
a/k)(lz + 2ni + \/a/k)(lz [a/k)(lz + : n : ]

20+ )

LIy, a=1) =

768942 X7 — \[7.689 [7.689 +Ax7 ><2(02000 -7

— =0.013
2(200 + 7.689)

ik + o F ot [oint +

20+ o)

4ni(nn_ Tli)]

LSpo (a=1) =

7.689+2 X7+ \/7.689 [7.689 4 Ax7 ngzooo ~7)

= =.092
2(200 + 7.689) 0

P(po(d = 1) € [LSp,4=1), LSp,a=1)]) = P(p,(d = 1) € [0.013,0.092]) = 0.95
pe(d = 1) =0.301 ¢ [0.013, 0.092], por lo que la frecuencia del digito 1 no corresponde a la
probabilidad esperada por la ley de Newcomb-Benford.

Prueba chi al cuadrado de Pearson (1900). Véanse Tablas 5y 6.

9

@ PP () — fo @]
X =n) Po(d) =n). A

9

= 200 x 0.821 = 164.102

P( x5 =164.102) = 2.217 x 10731 < a = .05, se rechaza H,.
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Prueba de la razon de verosimilitud de Fisher (1929) o prueba G de Woolf (1957). Véanse Tablas 5

y 6.
< 50D N f, ()
G = an £,(d)1n Pl _ an £, (d) In=—= = 400 x 0.424 = 169.633
— Pe(d) o] fe(d)
X? =169.633 > 1 4xfp,-1 = ogaxs = 15.507
P(x3 > 169.633) = 1.539 x 10732 < a = 0.05, se rechaza H,.
Tabla 6

Funciones de masa de probabilidad empirica y tedrica del primer digito significativo de X = 5.5+2Zy

célculos para las pruebas de ajuste basadas en estas funciones

D Observada IC al 95 % Esperada Pearson Woolf
X No fo LI LS fe (fo—fe)?/fe foxIn(fo/fe)
1* 7 .035 .013 .092 .301 0.2351 -0.075
2* 13 .065 .031 131 176 0.0701 -0.065
3 24 .120 .070 .198 125 0.0002 -0.005
4* 42 .210 142 .300 .097 0.1320 0.162
5* 41 .205 137 .294 .079 0.1999 0.195
6* 29 .145 .089 227 .067 0.0910 0.112
7* 26 .130 .078 210 .058 0.0894 0.105
8 11 .055 .025 118 .051 0.0003 0.004
9 7 .035 .013 .092 .046 0.0025 -0.009
> 200 1 0.8205 0.424

Nota. Dx = primer digito significativo de X = 5.5 + 2Z que sigue una distribucién normal N(5.5, 4). Con asterisco se sefialan los
digitos con frecuencias (estimadores de la probabilidades empiricas) que se desvian significativamente de las probabilidades
esperadas cuando se estiman por intervalo con un 95 % de confianza por el método de Goodman, 1965; n, = frecuencia absoluta
simple observada de Dx; f, = frecuencia relativa simple de Dx o funcién de masa de probabilidad empirica, IC al 95 % = intervalo
con un nivel de confianza del 95 % para f, calculado por el método de Goodman (1965): LI = limite inferior y LS = limite superior
del intervalo; f. = funcion de masa de probabilidad tedrica bajo la hip6tesis nula de distribucion de Newcomb-Benford o frecuencia
puntual esperada. Calculos para las pruebas de ajuste: y2 de Pearson (1900) y G de Woolf (1957). 3 = suma por columna.
Fuente: elaboracién propia.

Prueba D de Kolmogorov (1933) y Smirnov (1948) con los puntos de criticos Ko~ de Campanelli

(2024) y con la transformacion Ds de Stephens (1986). VVéanse Tablas 5y 7.
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Dy = max(|{F,(d) — F,(d)}4Z3|) = 0.382
Zp, = Dgvn = 0.382v/200 = 5.403

Zp, = 5403 > K505 = 1.150

0.12 0.12
De=D (\/ﬁ +0.11+ —) — 0.382 <\/200 +0.11+ —) — 5.452
s UK Vn V200

Dg¢ = 5.452 > Dy ys = 1.148,se rechaza H,
Prueba W? de Cramer y von Mises, U? de Watson y A% de Anderson y Darling para distribuciones
discretas (Lockhart et al., 2007). Véanse Tablas5y 7.

AF(d) = F,(d) — Fe(d)

AURIACED R
W) =9 £9) + £.1) e
A _

8 8
) e(d)+ fo(d+1) 5
_ nz I ’zc (F(d) - E(d))’ = n;w(d)AF(d)

=200 X 0.063 = 12.524 > Wy = 0.471, se rechaza H,,.

9 9
AF = ) w(d)(F,(d) —F,(d)) = ) w(d)AF(d) = —0.1999

U? = n;w(d) [AF(d) — AF]? = zoodzzlw(d) [AF(d) — (—0.1999)]2

=200 % 0.030 = 5.917 > UZ,s = 0.205, se rechaza H,.

Z £(d) + fe(d +1) [F,(d) - F.()]? "i w(d)AF(d)?
ED1-E@)  4&E@(-F@)

=200 X 0.275 = 54.951 > A3 ,c = 2.304,se rechaza H,,.
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Funciones de distribucion acumulativa empirica y tedrica del primer digito significativo de X =5.5+2Zy

célculos para las pruebas de ajuste basadas en estas funciones

Dy F F K: |AF| W CyM: AF= Watson: AyD:
0 ©  =|Fy-F W(AF)? WAF  W(AF-AF)? w(AF)2/Fe(1-Fe)

1 0.035 0.301 0.266 0.239 0.01688 -0.0635 0.0010 0.0802
2 0.1 0.477 0.377 0.151 0.02141 -0.0568 0.0047 0.0858
3 0.22 0.602 0.382 0.111 0.01619 -0.0424 0.0037 0.0676
4 0.43 0.699 0.269 0.088 0.00637 -0.0237 0.0004 0.0303
5 0.635 0.778 0.143 0.073 0.00150 -0.0105 0.0002 0.0087
6 0.78 0.845 0.065 0.062 0.00026 -0.0041 0.0011 0.0020
7 0.91 0.903 0.007 0.055 0.000003 0.0004 0.0023 0.00003
8 0.965 0.954 0.011 0.048 0.00001 0.0005 0.0022 0.0001
9 1 1 0 0.347 0 0.0139

> 0.0626 -0.1999 0.0296 0.2748

Nota. Dx = primer digito significativo de X = 5.5 + 2Z que sigue una distribucion normal N(n = 5.5, o2 = 4), F, = frecuencia
relativa acumulada observada de Dx o funcion de distribucion acumulativa empirica, Fe = funcion de distribucién acumulativa

tedrica bajo la hipdtesis nula de distribucion de Newcomb-Benford. K = Kolmogorov = |AF| = |Fo—F¢| para el célculo del

estadistico D de la prueba de Kolmogorov (1936), w(d) = [fe(d)+fe(d+1)]/2, d de 1 a 8 y [f.(9)+f.(1)]/2, d = 9 = ponderador para

las pruebas W2 de Cramer y von Mises, U? de Watson y A? de Anderson y Darling con distribuciones discretas (Lockhart et al.,

2007): C y M = Cramer y von Mises: W(AF)? = w(d)[Fo(d)—Fe(d)]? para el calculo del estadistico W?, Watson: W(AF—AF)? =

w(d)[(Fo(d)—Fe(d))—>a w(d)(Fo(d)—Fe(d))]? para el calculo del estadistico U?, Ay D = Anderson y Darling: w(AF))/Fe(1-F¢) =
[w(d)(Fo(d)—Fe(d)))/[(Fe(d)(1—F¢(d))] para el calculo del estadistico A2, 3" = suma por columna.

Fuente: elaboracion propia.

Conforme a la expectativa, se mantiene la hipétesis nula de bondad de ajuste con Dy (primer digito

significativo de Y) mediante las seis pruebas, con lo que Y cumple la ley de Newcomb-Benford (ver Tabla

8).
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Tabla 8
Funciones de masa de probabilidad empirica y teérica del primer digito significativo de Y = eX y calculos

para las pruebas de ajuste basadas en estas funciones

D Observada IC al 95 % Esp.
Y No fo LI LS fo
1 65 0.325 0.241 0.422 0.301
2 27 0.135 0.081 0.216 0.176
3 31 0.155 0.097 0.239 0.125
4 19 0.095 0.052 0.168 0.097
5 22 0.11 0.063 0.186 0.079
6 12 0.06 0.028 0.125 0.067
7 10 0.05 0.022 0.112 0.058
8 4 0.02 0.005 0.070 0.051
9 10 0.05 0.022 0.112 0.046

Nota. Dy = primer digito significativo de Y = eX ~ Lognormal(uny = 5.5, 6?ny = 4), no = frecuencia absoluta simple observada
(de Dy), f, = frecuencia relativa simple de Dy, funcion de masa de probabilidad empirica o probabilidad puntual observada, IC al
95 % = intervalo con un nivel de confianza del 95 % para f, calculado por el método de Goodman (1965): LI = limite inferior y
LS = limite superior del intervalo y f. = funcidn de masa de probabilidad tedrica bajo la hipotesis nula de distribucion de Newcomb-
Benford o probabilidad puntual esperada.

Fuente: elaboracion propia.

Pruebas chi al cuadrado y de la razon de verosimilitud o G (Tablas 5y 8):

9 2
S (h - £@)
X =n) [AC)

=200 x 0.052 = 10.390 ~ yZ, _, = x3
d=1

X2 =10.390 < giy2 = 15.507 y P( x% = 10.390) = 0.239 > a = 0.05, se mantiene H,.

fo(d)
fe(d)

9
G = ZnZ £,(d)In = 400 x 0.028 = 11.352~ x%p, _; = x4
d=1

Prueba D de Kolmogorov (1933) y Smirnov (1948) con los puntos de criticos K." de Campanelli

(2024) y con la transformacion Ds de Stephens (1986).
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Dy = max(|{F,(d) — F,(d)}3Z3|) = 0.042

Zp, = Dgvn = 0.042v200 = 0.592 < K45 = 1.150, se mantiene H,.

0.12 0.12
D.=D (\/ﬁ +0.11+ —) = 0.042 (\/200 +0.11+ —) = 0.597
s UK Vn V200

D¢ = 0.597 < Dy o5 = 1.148, se mantiene H,

Pruebas W?, U? y A? para distribuciones discretas (Tablas 5y 8).

W?=n ) w(d)AF(d)? =200 x 0.0005 = 0.091 < W,s = 0.471, se mantiene H,.

8
d=1
- 9
AF = Z w(d)AF(d) = 0.012
d=1

9 9
U? = nz w(d) [AF(d) — BF]? = zooz w(d) [AF(d) — 0.012]% = 200 x 0.0003 = 0.067
d=1 d=1

U? = 0.067 < U2,5 = 0.205, se mantiene H,,.

8 2
"Z w(d)AF(d)

A2 =
F(d)(1 - E(d)

=200 X 0.0028 = 0.550 < A2 ,; = 2.304, se mantiene H,,.
d=1

Discusion
La distribucién de Newcomb-Benford es una distribucion discreta desarrollada para los primeros
digitos. Tiene un soporte acotado de uno a nueve para el primer digito y de cero a nueve para los siguientes.
Presenta asimetria positiva con el primer digito, pero esta asimetria es minima con el segundo y de ahi en
adelante se vuelve simétrica, ya que converge rapidamente a la distribucion uniforme discreta U{0, 9}. Por
otra parte, es una distribucion platictrtica o de colas pesadas, y se hace méas platicrtica a medida que

aumenta el orden m del digito hasta converger al valor de una distribucion uniforme discreta, presentandose
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esta convergencia distribucional de forma répida. Estas caracteristicas de forma son mostradas
adecuadamente por las medidas basadas en momentos centrales estandarizados y las adaptativas y robustas
de Hogg (1974), pero no por las medidas basadas en la distancia estandarizada de la media a la moda
(Pearson, 1894) o mediana (1895) ni por las basadas en percentiles. De estas Ultimas, los coeficientes de
asimetria y curtosis percentilicos (Kelley, 1947) son las mejores opciones, sin que se recomiende su uso.

Por la asimetria y platicurtosis de la distribucion del primer digito, la mediana y la media geométrica,
gue toman valores muy préximos, son mejores medidas de tendencia central que la media aritmética y la
moda. No obstante, con los digitos en los siguientes drdenes ya no existe esta ventaja, pues las distribuciones
son muy proximas a la simetria o resultan simétricas, ademas la media geométrica no se puede calcular por
la presencia del cero, que es el valor modal.

La variabilidad de las distribuciones de los primeros digitos significativos es media y tiene alta
entropia, que alcanza el maximo de uno en su forma estandarizada a medida que convergen a la distribucion
uniforme. Con el primer digito significativo, la desviacion estandar geométrica, la desviacién media absoluta
y desviacion mediana absoluta tienen valores muy préximos y aproximadamente un 20 % menor que la
desviacion estandar aritmética. Con los digitos en los siguientes oOrdenes, las medidas de variacion
geométricas no se pueden calcular debido a la presencia del valor modal cero. Con la distribucion de dos
digitos, aunque las medidas de variacidn geométricas se pueden computar, resultan inadecuadas, pues
reflejan una variabilidad excesivamente reducida. Precisamente, son adecuadas para distribuciones con
fuerte asimetria positiva que responden a una ley de potencia, pero no para distribuciones simétricas o con
escasa asimetria, como la de dos digitos.

Como se expuso anteriormente, una de las aplicaciones mas importante que se da a la distribucion de
Newcomb-Benford es en la deteccion del fraude, especialmente en el area de contaduria, estadisticas de

poblacion y vivienda, indices macroecondémicos y escrutinio de votos en elecciones populares (Cerqueti y
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Maggi, 2021). Se parte de la premisa de que en el momento de inventar datos se tiende a distribuirlos de
forma homogénea, por lo que los valores mas bajos del primer digito apareceran con una frecuencia menor
que la planteada por el modelo y los valores mas altos con una frecuencia mayor que la esperada (Cerasa,
2022). Sin embargo, este comportamiento desviado del modelo de Newcomb-Benford es caracteristico de
una distribucion simétrica. En psicologia es frecuente encontrar variables con distribuciones normales o
unimodales simétricas, como las capacidades, rasgos de temperamento y actitudes expresivas libres de
presion social en sociedades abiertas (Kenny, 2019; Moral y Valle, 2020), con las cuales no se cumple la ley
de Newcomb-Benford (Fang, 2022).

Como se ha procedido en este articulo con una muestra de datos simulados, si la secuencia de una
muestra en su orden de recoleccion resulta aleatoria por la prueba de rachas y la transformacion exponencial
de sus datos empiricos sigue la distribucion de Newcomb-Benford, entonces la muestra es genuina. El test
U? complementado por los intervalos de confianza simultaneos de Goodman parece la mejor estrategia para
comprobar el ajuste al modelo (Lesperance et al., 2016). En caso de no ajuste, la sospecha de fraude es fuerte.

Antes de hacer cualquier afirmacion de esta naturaleza, se requiere corroborar que muestras aleatorias
de la distribucion de la variable que se mide, una vez transformados exponencialmente sus datos, cumplen
la ley de Newcomb-Benford, para lo que se puede acudir a procedimientos de simulacion estadistica, es
decir, a técnicas de muestreo estadistico controlado bajo modelos de probabilidad especificados (Cerasa,
2022; Kaiser, 2019). En una linea afin, Klepac (2018) ha sugerido usar un procedimiento de Idgica difusa
con algoritmos de aprendizaje automatico (machine learning) para la deteccion de fraudes en datos
cientificos.

Cabe sefialar que la distribucion del primer digito significativo se ha aplicado en la ciencia cognitiva,
campo interdisciplinario que estudia las funciones y procesos de la cognicion en seres vivos, humanos y no

humanos, y sistemas cibernéticos (Val Danilov, 2023). Esto permite modelar conductas humanas (Chi y
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Burns, 2022; Striga y Podobnik, 2018). Por consiguiente, se sugiere estudiar la ley de Newcomb-Benford
entre las distribuciones que aparecen en diversas areas de psicologia, como personalidad, psicologia social,
laboral, educativa y de la salud. Precisamente, distribuciones de rasgos patoldgicos con asimetria positiva,
como la depresidn, o actitudes de rechazo sometidas a fuerte presion social o en sociedades autoritarias,
como el rechazo hacia minorias sexuales o étnicas, pueden cumplir la ley del primer digito sin requerir
transformacion, lo que hasta la fecha parece no haber sido estudiado con base en las blsquedas
bibliogréaficas. La distribucion de Pareto (discreta) y lognormal (continua) serian modelos de probabilidad
alternativos a la distribucién de Newcomb-Benford (discreta).

Es importante puntualizar que, en el ejemplo presentado, se han discretizado datos de dos
distribuciones continuas: X ~ N(u = 5.5, 62=4) — Dx ~ NB(m = 1) ¢ Y ~ Lognormal(pinty) = 5.5, 62in(y) =
4) — Dx ~ NB(m = 1), donde la variable X se definié como un anélogo continuo de una escala de decatipos
(D), que es discreta (de 1 a 10), y la variable Y resulta de una transformacion exponencial de X. El resultado
de la transformacion de X a Dx seria el mismo si las puntuaciones se hubieran discretizado previamente en
una escala de decatipos: X — D1 (decatipo) — D2 (primer digito); no obstante, el resultado seria distinto si
se usa D1 para generar Y. Se requiere que la variable sea continua y con distribucién normal para generar
una distribucion lognormal (Feng et al., 2020).

Finalmente, debe sefialarse que la ley fue formulada por Newcomb (1881) y que el papel de Benford
(1938) fue comprobarlay profundizar en su estudio, por lo que debe denominarse ley de Newcomb-Benford.
El hecho de que sea conocida como ley de Benford es un ejemplo de eponimia, como ocurre con la

distribucion de Cauchy (Schubert et al., 2022).
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